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Resumen:

En este trabajo se presenta un estudio empirico del - comportamiento
dinamico de 1la estructura de arbol multidimensional equilibrado en
altura [VV84], analizando los parametros fundamentales que determinah su
respuesta ante inserciones y extracciones continuadas y ante una fase
estacionaria. Asimismo, se estudia su efectividad frente a los arboles
quintarios ([IW80,S5M87) en atender a las interrogaciones exacta y en
rango, Yy su comportamiento en la busqueda de los vecinos mas ' proximos.

0- INTRODUCCION

El &rbol multidimensional equilibrado en altura, KDHBT [VV84], es
una generalizacion del &rbol AVL [AV62]. Las principales caracteristicas
de esta estructura son su eficiente uso de menoria, y su capacidad
dinamica de respuesta a las inserciones 'y -extracciones mediante
sencillos reequilibrados. La: insercién de un dato en 1la estructura
requiere en el peor de los casos una sola operacidén de reestructuracion.
Pero estas ventajas le hacen perder eficiencia en determinadas busquedas
con respecto a otras estructuras similares, aunque estaticas o con un
alto coste en 1las operaciones de insercién y extracciéon o con . una
elevada demanda de memoria. Aunque han sido propuestas gran numero de
otras generalizaciones, los arboles  KDHBT son una estructura atractiva.

En 1la seccion 1 se describe la estructura KDHBT como un estado mas
avanzado del arbol de busqueda k-dimensional, KDT. '‘De especificar . sus
condiciones de equilibrio y las acciones a tomar, reequilibrados, cuando
se produzca una perturbacion del mismo, a fin de reestablecerlo, se
encarga la seccion 2. En la seccion 3 se expone como se llevan a cabo
las operaciones que producen modificaciones estructurales en el arbol,
asi como 1las  operaciones que deben realizarse para garantizar 1la
estructura KDHBT. Para valorar el comportamiento de la estructura en
insercién @y extraccion asi como ante 1los distintos  tipos ' de
interrogaciones se realizaron pruebas . estadisticas’ midiendo ' 1los
parametros indicativos del coste de estas operaciones.. En la seccion 4
figuran las pruebas realizadas con inserciénes y extracciénes: Fase
creciente (comportamiento durante una insercién continuada), Fase
estacionaria (comportamiento con insercién y extracién aleatoria), . Fase
decreciente (extraccién continuada). En la seccion 5 se : comparan las
realizaciones con que se llevan a cabo las interrogaciones exacta y " en
rango en el arbol Quintario [LW80 y SM87] y en el KDBHT. La:busqueda de
los M-vecinos mas. proximos se introduce en 1la seccion. 6; para a
continuacion estudiar su conducta en la seccion 7 mediante un proceso de
simulacion. En ‘la seccion 8 se.presentan las conclusiones “‘de = este
trabajo. . ; ' ' '
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1-  DESCRIPCION DE LA ESTRUCTURA
1.1 ARBOL KDT

. Un fichefo k-dimensional o fichero-k es un conjunto de N registros,
en el que cada registro est4d identificado por una k-tupla ordenada
(Xk,...,X1) de valores que se llaman claves o atributos.

Un &rbol de busqueda k-dimensional, T, con k 2 1, para representar
un fichero-k, F, estd definido como: T=(u,Ti,Tc,Td), donde u es la raiz
del arbol que guarda una clave, de valor s en la dimensién k; Ti, Tc, y
Td se denominan respectivamente, subarbol izquierdo, subarbol central, y

subarbol derecho de u. Ti, es un arbol de busqueda k-dimensional para
todos 1los registros en F en los que sus claves en la dimesién k son
menores dque s; Tc es un &rbol de busqueda de dimensidén (k-1)

-representando un subespacio de T cuyos registros estan identificados por
la (k-1)-tupla ordenada (Xk-1,...,X1), tomada de los registros en F para
los que su clave Xk es igual a s; Td, el subarbol derecho, es un &arbol
de biusqueda de dimensidén k para todos los registros en F en los que sus

claves en la dimensién k son mayores que s.

Sea un nodo R de altura hl que tiene un hijo izquierdo directo P,
con altura h2 (si h2 = 0 implica que el subarbol estéa vacio). Entonces
se dice gque R ‘es el padre derecho directo de P: ademés, 1los nodos no
existentes en el camino entre R'y P en las altura h2+1,...,h1-1 también
se’ 1llaman hijos directos de R (se consideran nodos no existentes, a
todos los nodos que debieran existir entre dos nodos enlazados, con 1la
posibilidad de que el receptor del enlace sea nulo, para que.entre ellos
existan nodos a todas las alturas posibles). Dos hijos izquierdos. o
derechos no existentes en las alturas h y h+l constituyen un par (de
nodos) n.e. (no existentes)'a altura h. )

1.2 ARBOL KDHBT

Sea P, un nodo en un &rbol de busqueda k-dimensional, que tiene
algun par n.e de hijos izquierdo o derecho directos a altura hl. Sea T1
de altura h2 el subdrbol central de P, Y T2 de altura h3 el subarbol
central del padre ‘izquierdo o derecho, directo o indirecto de P (81
existe). T2 y T1 son, respectivamente, los subarboles adyacentes
izquierdo y derecho del par n.e. El par n.e. se dice soportado
directamente por T1 si h2 > hi, vy se dice soportado indirectamente por
T2 si h2 < hl y h3 2 hl. Se dice que el par n.e. esta soportado si lo
estd directa o indirectamente.

Un é&rbol k-dimensional equilibrado en altura o kDHBT, con k >= 1,
representa un fichero-k, F, mediante un arbol de busqueda k-dimensional
que almacena F, con la restriccién de que todo par n.e. en el arbol esta
soportado.



2- OPERACIONES DE REEQUILIBRADO. ROTACIONES

Ia condicién de equilibrio en altura de un nodo P, de altura h se
dice que es "r" si la altura de su subarbol central es h-1, si no; la
condicién de equilibrio sera: '

w=w gj la altura de su subdrbol izquierdo es igual a la de su
- subarbol derecho y es h-1;

u_w gj su subarbol izquierdo es mas alto que su subarbol derecho;
nyn  gj su subarbol derecho es mas alto que su subdrbol izquierdo;

Si P tiene un par n.e., f, de hijos directos izquierdos o derechos
'de altura h, el cual es el unico posible par n.e. no soportadoc en el
subarbol que tiene como raiz P, asi como en el camino entre P y la raiz
del arbol. Entonces, se dice que P tiene una violacidn de estructura
izquierda o derecha, respectivamente, o simplemente una violacidén de
estructura, si £ no estd directamente soportado. Se dice que f es el par
n.e. asociado a la violacién de estructura. La violacidén de estructura
es fuerte si f tampoco estd soportado indirectamente. La viclacidén de
estructura se dice que es especial si la altura del subdrbol izguierdo o
derecho o el subdrbol central de P es h-1l. Un nodo P en T se dice .gque
tiene una doble violacién de estructura a altura h si Pl, un hijo
directo o indirecto izquierdo de P, tiene una fuerte violacién de
estructura izquierda a altura h, y P2, un hijo directo o indirecto
derecho de P, tiene también una fuerte violacidn de estructura a altura
h. Los pares n.e. asociados a la fuerte violacidn de estructura de P1 y
P2, se dice que son los parés n.e. asociados de una doble violacién de
estructura.

Las operaciones de reequilibrado se usan para corregir una violacidn
de estructura. Sea T un kDHBT con un nodo P de altura h qgue tiene wuna
violacién de estructura a altura h-2. Sea su par n.e. asociado, el
inico par n.e. en el &rbol que puede no estar soportado. En tal
situacién, se aplica en el nodo la rotacién simple cuando la condicién
~de equilibrio de Q, el hijo de P opuesto al par n.e. es ¥r¥, H=F,—0¢o
igual a la de P. La doble rotacién tipo A se aplica cuando no se aplica
la simple y la violacién de estructura es especial o la altura del
subarbol de Q mas proximo al par n.e. es h-3. La doble rotacién tipo B
se aplica en los demds casos.

3- INSERCION Y EXTRACCION

La insercidn se realiza buscando (de la misma forma gque en un &rbol
binario) para cada dimensidén el valor del atributo del registro a
insertar para esa dimensién, si se encuentra se desciende por el hijo
central, repitiendose el proceso anterior para la siguiente dimensioén.
cuando se alcanza un nodo terminal (enlace nulo) en una dimensién dada,
se creard el ncdo para esta dimensién y las siguientes uniendolos por el
subarbol central, si se encuentra la clave en la ultima dimensién
entonces es que el registro ya existia. Después de creados los nodos
del registro insertado, se comienza el ascenso en el que se comprueba
si en el nodo actual tras la insercién ha variado la altura del hijo por
el que se descendio, entonces se actualiza los campos altura y condicién
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y se comprueba si necesita un reequilibrado, en cuyo caso se realiza el
tipo de rotacioén apropiado segun las siguientes condiciones: S8i 1la
condicién del subarbol mayor es "r", - "=" o la misma que la del nodo
desequilibrado, se realiza una rotacién simple, si no, siendo h 'la
altura del nodo desequilibrado, si la altura de alguno de los hijos del
nodo desequilibrado, después de una hipotetica aplicacién de la doble
rotacién A, tiene una altura de "h-3", se aplica una rotacién doble A;
si no, se aplica una rotacioén doble B.

En la extraccion, se desciende por el arbol en busca del registro a
extraer. Cuando se encuentra el nodo de la ultima dimensién este se
elimina y se asciende eliminando los nodos pertenecientes al registro
gque no forman parte de otro. El ultimo nodo a eliminar sera el que se
encuentre en un nivel con varios nodos (excepto cuando el &rbol no tenga
sino un registro), para eliminar -este nodo existen distintas
posibilidades segun tenga hijos o no. Si tiene los.dos hijos (izgquierdo
y derecho) se busca el predecesor y se sustituye por él. Si no, -
simplemente se elimina y se sustituye por su hijo si lo hubiera. En este
proceso se debe verificar si la disminucién de altura provoca algun
desequilibrio en cuyo caso se corregird. Seguidamente se continda el
ascenso arreglando las posibles violaciones de estructura debidas a 1la
disminucién de altura. Si esta se ha producido en un hijo central se
examina la posible doble violacién, corrigiendola si la hubiera.

4~ PRUEBAS DE COMPORTAMIENTO DE LA ESTRUCTURA

Las pruebas realizadas para estudiar el comportamiento normal de la
estructura son las siguientes: Fase Creciente, estudio de la estructura
durante la insercién; Fase Estacionaria, insercién y extraccion
aleatoria; Fase Decreciente, comportamiento en extraccién. En estas
pruebas se midié el porcentaje de rotaciones realizadas.

Se realizaron pruebas para dimensién 4 y 6, insertando 4000
registros en la Fase Creciente, despues insertando y extrayendo 1000
registros aleatorias en la Fase Estacionaria y .finalmente extrayendo
sucesivamente los 4000 registros de forma aleatoria en 1la Fase
Decreciente. E1 rango de claves usados en todas las pruebas fue de 0 - a
9.

La figura 1 muestra los resultados de rotaciones en cada fase. Los
valores se calcularon como [rotaciones*100 / operaciones(I+E)].

Se puede apreciar que la diferencia de una dimensién a otra no es
excesiva, . aunque con tendencia a disminuir el numero de rotaciones al
aumentar la dimensién. En las tres fases el numero de rotaciones casi
permanece constante, aunque hay diferencias entre ellas. La fase
decreciente es la que menos rotaciones necesita, al igual que ocurre en
los AVL, _esto es debido a que es mas dificil desequilibrar un arbol al
extraer un registro que al insertarlo. Esta es la razén por la que en la
fase estacionaria se necesiten menos rotaciénes que en 1la creciente, ya
que en ella se intercalan aleatoriamente inserciones y extracciones.

El comportamiento de los diferentes tipos de rotaciones, parece ser
el previsto: la rotacién simple es la que se produce mas frecuentemente,



debido a 1las condiciones poco
contraste con los tipos dobles,

restrictivas para su  aplicacidén, en
en los que, sobre todo en el tipo B, su
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5- BUSQUEDA EXACTA Y EN RANGO, COMPARACION CON LOS ARBOLES QUINTARIOS

las pruebas realizadas para las busquedas exactas y en rango se
realizaron variando la Cardinalidad, Dimensionalidad y Rango de claves.
En la figura 2 se muestran las pruebas realizadas variando los
parametros indicados.

Dimenci. Cardinali., Rango
4 500 0..14
Variando 4 1000 8..14
Cardinalidad 4 2000 0..14
4 4000 8..14
4 1008 8..9
Variando 4 1000 0..11
Rango 4 1608 8..14
4 1000 ‘8..16
Variando 4 1608 . 8..9
Dimensionali. 6 1000 8..9
8 1000 8..9
Busqueda Exacta y en Rango. Figura 2

En el primer grupo se ha variado la cardinalidad en el segundo el
rango y en el tercero la dimensionalidad.

En estas pruebas se evaluo el numero de nodos visitados como
parametro significativo de comparacién.

Para la obtencién de los resultados se generd un arbol de cada uno
de los tipos mostrados en el cuadro anterior y se realizaron sobre ellos
500 busquedas aleatorias exactas con exito y 500 con fallo, tomando como
resultado la media de las 500 pruebas. Para la busqueda en rango se
varié el hipercubo entre  uno y cinco y se eligieron 500 claves
aleatorias para cada hipercubo, tomando como resultado la media de las
2500 pruebas.

Se observa en la figura 3 gue el comportamiento del quintario en la
bisqueda exitosa y con fallo es mejor que el del KDHBT aunque la
diferencia es muy pequefa.

Que el quintario sea mejor, es el resultado de que su estructura se
genera de forma tal que si se eliminan las proyecciones (no usadas en
este tipo de busqueda) gqueda un arbol multidimensional completamente
equilibrado.



RANGO=0-8 N=7009
suseveas Emew

g s 8

warmses
b 3
Ad

Szesg
£ 3
Al

RANCO=0-8 N=7000
BysquEss 2% Rawce

200
709
o o
oo
ar <
————— 0 v v v T v
0 T pe———; v v v g ’ ¢ ¢ s
e ] e e TN OVONALEDAD
¥ QUumTAAM
EUTHITALLLLDLD
8 smmwr e, * =7 ). ° gusv. 8. & o P,
RANCO=0-1% DIM=4d RANGO=0-14 DIN=4
SoBeUSSS REICT SvSqUEDs B AAREY
230
210
200
789 -
oo of
70
100
760
o
rn-
20 4
oo
peo
0
o0
e T v T T T T " o8 .'. M l—'; i as
ag . as a8 ; anss )
S ) RO B8 CLavES
A 88 CAVES ¢ GuavrAAMO
@ sxm3vp. ¢ Emmev p. ° qum. P o @m0,
N=1000 Dii=g
sxaces N=1000 DIM=4
1] e DUSQUIDA BN RANDD
ar 4 100 ]
ae + e
a0
08 4
160 -
0.0 ~
10 4
20 4 Yo 4
L. ] ]
e
oy o
h 100
e 4
o0 -
as Cl
® ! 9 ! " ' " 0 " ' " ' "
8 anwwy 8. ¢ czmer P, o..ue:'.- & evm p. “J"”"f:'.‘m"'
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Figura 3

En las pruebas de busqueda en rango los arboles quintarios son

superiores a los KDHBT debido al uso que se hace en los primeros de

las

proyecciones, lo que agiliza parte de la bisqueda. De cualquier forma la

diferencia entre uno y otro no es importante.
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Se observa, asimismo, gque en la busqueda en rango, la diferencia
entre el arbol Quintario y el KDHBT crece al aumentar la cardinalidad y
disminuye ' al aumentar el rango de las claves. Esto es debido a que ‘el
aumento de la cardinalidad proporciona al Quintario un incremento de la
posibilidad de wuso de las proyecciones, mientras que el aumento del
rango de las claves, produce un dispersién de los registros, ocasionando
la disminucién, en ambas estructuras, del nimero de nodos visitados, y
un decremento, en el arbol Quintario, de las posibilidades de uso de las
proyecciones. : :

6- BUSQUEDA DE LOS M-VECINOS MAS PROXIMOS

lLa busqueda de los M vecinos mas préximos es la bisqueda de los M
registros que distan lo minimo posible a uno dado. En esta busqueda la
distancia usada es un parametro importante. Existen multiples tipos de
distancia. En el campo numérico para datos multidimensionales se pueden
generalizar de la siguiente forma:

La métrica Ln entre dos puntos de dimensién m se define como:

cuando n toma el valor 2 se le llama distancia euclidea y es igual
a 2/ % (Xi-Yi)? i=1..m. Cuando n.es igual a = se le denomina distancia
infinita Y es equivalente a la distancia definida como
d=max|Xi-Yi|i=1..m.

Estas dos distancias seran las empleadas para realizar las pruebas.
Al encontrar los M vecinos mas préximos a un punto X, determinados con
distancia euclidea, estos se encuentran en una hiperesfera de radio d y
centro en X, siendo d la mayor distancia de los M vecinos a X. La
infinita a su vez representa un hipercubo centrado en X de 1lado 24
(siendo d 1la mayor distancia de los M vecinos a X) con aristas en 1la
union de dos hiperplanos coordenados.

Se recorre la estructura desde el primer nivel, localizando el nodo
con valor de clave, en esa dimension, mas cercano al correspondiente de
la interrogacion, acumulando la diferencia entre estos valores Yy
descendiendo por su hijo central. El proceso se repite hasta alcanzar el
ultimo nivel, en el que se inicia la vuelta atras con exploracion de
alternativas por proximidad de los valores de clave :en cada nivel, dque
no entrafien una distancia superior a la del vecino mas alejado hasta ese
momento. :

La 1localizacion ordenada por proximidad a un cierto valor, de los
valores de clave de un arbol binario de bisqueda gue: no sobrepasen una
diferencia. determinada es un problema sencillo. Basta con dividir en dos
la secuencia en orden simetrico del arbol e. ir recorriendo - ambas
subsecuencias a partir del punto de corte de forma ‘‘coherente con la
ordenacion creciente de las diferencias al valor de clave dado. En el
momento en que una de las subsecuencias se agote, o presente una



diferencia superior a la maxima especificada, se suspende su recorrido.
El proceso termina al suspenderse el recorrido de ambas subsecuencias.
Este método de busqueda se basa en el uso de dos pilas para poder
realizar 1la busqueda de los predecesores Y sucesores ordenadamente. E1
algoritmo realiza los siguientes pasos:

1 Se busca en el &rbol el valor de clave dado. Esta bisgueda se
realiza - de la misma forma que en cualquier arbol binario, con la unica
diferencia de que se van almacenando los valores de clave que se
encuentren durante el descenso, en la pila de sucesores si su valor de
clave es mayor que el buscado y en la de predecesores si es menor. Con
esto se logra dividir el arbol en dos partes: la de los sucesores y 1la
de los predecesores a la clave buscada, figura 4.

Raiz

PREDECESORES SUCESORES

Figura 4

La busqueda de la clave puede finalizar de dos formas: cuando se
encuentre la clave buscada o cuando se encuentre un enlace nulo (el
valor de clave buscada no existe).

2.a Si se encuentra el valor de clave buscada, se inserta en ambas
pilas, se considera que se ha encontrado un vecino Y se procesa. Despues
se buscard el sucesor y el predecesor de la clave usando cada una de las
pilas, si el sucesor o predecesor superase la diferencia permitida se
eliminaria de la busqueda la pila correspondiente. ’

2.b Si lo que ha detenido la busqueda es un puntero nulo, entonces
se tendra en la cima de cada pila el sucesor y predecesor de el valor de
clave, si alguno de las cimas supera la diferencia permitida se elimina
su pila de la busqueda.

3 Mientras exista predecesor y sucesor se elige el que tenga menor
diferencia a la clave y se procesa. A continuacién, se busca el sucesor
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o predecesoi segun el caso. El proceso se repite hasta que se cumplan
las condicignes de finalizacion especificadas anteriormente.

7- PRUEBAS REALIZADAS EN LA BUSQUEDA DE LOS M VECINOS MAS PROXIMOS

En las pruebas realizadas se variaron los parametros significativos
de 1la estructura, realizando las mismas pruebas para la distancia
euclidea que para la infinita, formando el cuadro de pruebas mostrado en
la figura 5. :

Dimensio. Rango N* veci.
4 e-8 5
Variando 6 e-8 1)
Dimensionalidad | 8 8-8 5 )
10 8-8 5 Tomando en todas las
prucbas valores para
8 8-9 5 1008, 2868 y 3008
Var{ando 8 8-11 S registros.
Rango 8 0-14 H
8 8-16 S
8 8-6 1
8 0-8 1
Var jando 8 0-8 18
M vecinos [ -8 - 15
L} e-8 2
8 8-8 25
Pruebas en la busqueda de los M vecinos mas préximos. Figura 5

Se realizaron 2000 busquedas por prueba tomando como resultado el
promedio. Se midieron el numero de nodos visitados, la distancia maxima

de los vecinos encontrados y el tiempo de busqueda.

En los resultados de 1la figura 6, en los que se varia la
dimensionaliadad de 1los registros, se aprecia que en 1la distancia
euclidea el tanto por ciento de nodos visitados es mayor que en la
bisqueda con distancia infinita. El1 aumentar el numero de registros en
el arbol el porcentaje de nodos visitados disminuye, aunque aumenta en
valor absoluto. F1 numero de nodos visitados esta directamente
relacionado con los radios de una y otra distancia. E1 tiempo de
busqueda esta relacionado con el numero de nodos tratados.
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Resultados variando la dimensionalidad. Figura 6

Al variar el rango de los valores de claves se observa en la figura
7, gue como es ldégico esperar, el aumento de distancia estd directamente
relacionado con el aumento del rango de las claves. El1 nimero de nodos
visitados no parece sensible al aumento de dispersiodn.
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Resultados variando el Rango. Figura 7

El tiempo de busqueda y el numero de nodos visitados, dependen del
numerc de vecinos a buscar, figura 8, aungue con un crecimiento no tan
rapido como en las pruebas en gue Se varia 1la dimensionalidad. Los
radios gque se obtienen con una y otra distancia vuelven a ser la
explicacién de las diferencias que se aprecian entre la busqueda
euclidea e infinita. ‘
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8- CONCLUSIONES

A lo largo de este trabajo se han visto distintos aspectos de 1la
estructura KDHBT. E1l primer punto importante que surge es que sin ser
una estructura complicada ofrece dos caracteristicas que muchas de las
otras estructuras en su ambito no ofrecen, como son: dinamismo sin
perdida de eficiencia ni coste excesivo de memoria. De las pruebas de
comportamiento en fase creciente, estacionaria y decreciente se deduce
su capacidad de reaccidn ante las acciones de modificacién de los datos,
teniendo como respuesta pocas acciones de reestructuracion Y
mantenimiento de la altura media. En las pruebas de busqueda exacta y en
rango al ser comparadas con el arbol quintario se comprueba gque la
perdida de eficiencia debida al dinamismo no es significativa, sobre
todo en la busqueda exacta. En la busqueda de los vecinos mas proéximos
el comportamiento de la estructura se ve influenciado por la distancia
con que se determinan. Con distancia infinita en la realizacion de los
experimentos parece conducirse mejor que con la euclidea.
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